TS spécialité

Corrigé du D.S. n°3

Exercice 1
Si A et B ne commutent pas
1. (-A+3B)(3A-B)=-3A’+AB+9BA-3B’
2. (3A-B=(3A-B)(3A-B)=9A*>~3AB-3BA+B’
Si A et B commutent
1. (~A+3B)(3A-B)=-3A’+AB+9AB-3B’=-3A’+10AB-3B’
2. (BA-B)=9A°-3AB-3AB+B*=9A°-6AB+B’

Exercice 2
5x—-3z=-4 5 0 -3| [x —4 5 0 -3
l. {3x+4y+z=2 < |3 4 1 [X|y|=| 2 | cesta-dire AX =B avec A=|3 4 1|,
X—y—-z=2 1 -1 -1/ |z 2 1 -1 -1
X —4
X = y| et B=| 2
z 2
R 44
5 1 7 5 0 -3 1 00 ) 1 7
2. 0na|= - —Z2IX|3 4 1]=[0 1 0| donc A estinversibleet A" =| = —-= —Z
3 3 3 3 3
1 1 -1 0 01
7 5 10 75 10
6 6 3 6 6 3
B
2 2
» L » 2 1 7|74 (7
3. AX=B=> A'AX=A'B e X=A"Bdonc X= 3 3 73 2 |=|—8].On verifie
705 w2
6 6 3
que cette solution convientetonadonc x =7, y=—8 et z=13.
Exercice 3
7 3 3 15 7
. A= A’ = ,
I (—6 —2) o (—14 —6)
2 1 2 1 1 1 1 0 —1 2 1
.a. XP = X = P i i P = )
2. a (_1 _1) (_1 _11% 4 _2) (0 1 donc est inversible et (_1 _1)
b. D=P 'AP= (_21 _11 X _32 é X _21 _11) = (2) (1)) . D est bien une matrice diagonale.

c. A=LAL,=PP'APP'=PDP".
3. Soit (P,) laproposition: A"=PD"P".
A’=1,et PD°P'=PIP ' =1, donc (P,) estvraie.
Supposons (P, ) vraie, clest-a-dire A¥= P D*P™'. On a alors :
A= A*A=pDP'PDP ' =PDDP ' = PD*'P! donc (P,,,) estvraie et on peut donc dire
que (P,) est vraie pour tout entier n .



D est une matrice diagonale, donc D" = 2 0)_120 0 puis
0o 1 0 1
n n n+1_ n_
A=pp'pi=|1 1 20 0] 2 1]_|2 1><2 1:2”121.
-1 =2 0 1) {-1 -1 =2" =2/ -1 -1 =242 =242
Exercice 4
M, = co'sa sina) M, = co§b sinb done
—sina cosa —sinb cosb
_ | cosacosb—sinasinb  cosasinb+sinacosb | _ [ cos(a+b) sin(a+b)| _
MaMb_ . . . . - . _Ma+b
—sinacosb—cosasinb —sinasin b+cosacosb —sin(a+b) cos(a+b)
Exercice 5
0 3
Remarquons que les matrices I,, A et A~ (A estinversible et ATl = 1 ) sont des solutions
-1 =
2

« évidentes » au probleme (de méme que O, mais elle n'est pas inversible).

Cherchons I'ensemble des matrice carrées d'ordre 2 ayant cette propriété. On cherche les matrices B = (X }tl )
z

tellesque AB=BA.Or AB= X=z Y7l o BA = X+2y —Xx , il s'agit donc de résoudre le systéme :
2x 2y z+2t -z

X—z=Xx+2y z=-2y z=-2y [

y—t=—x o |t=X+Y o |[t=X+y z=-2y .

Dx = 742t 7= DXt z=—-2y lt:x+y . Tout choix de x et y donne donc une

2y=-z z=-2y z=-2y

. . . 1 . .
matrice qui commute avec A . Les choix des couples (1;0), (1 ;—1) et (0;5) donnent bien les matrices

respectives I,, A et A™".
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