
Correction de l'exercice de spécialité du type bac du 3 décembre 2013
1. Cours.
2. a.

21 = 2  donc  21 ≡ 2(7 )

22 = 4  donc  22 ≡ 4 (7 )

23 = 8  donc  23 ≡ 1(7 )  
donc l'ordre de 2 modulo 7 est 3.

31 = 3  donc  31 ≡ 3(7)

32 = 9  donc  32 ≡ 2(7)

33 = 27 = 7×3+6  donc  33 ≡ 6(7)

34 = 81 = 7×11+4  donc  34 ≡ 4(7)

35 = 243 = 7×34+5  donc  35 ≡ 5(7)

36 = 729 = 7×104+1  donc  36 ≡ 1(7)
donc l'ordre de 3 modulo 7 est 6.

b.
Variables
a  ,  k  : nombres entiers

Initialisation
k  prend la valeur 1

Entrée
Saisir un nombre entier  a  compris entre  2 et 6
Traitement

Tant que  ak−k×partie entière (a
k

7 )≠1

         k   prend la valeur  k+1
Fin Tant que
Sortie
Afficher "l'ordre de  a  modulo 7 est "
Afficher  k

c. A l'aide de la programmation de l'algorithme demandé, on obtient les résultats suivants :
• l'ordre de 2 modulo 7 est 3
• l'ordre de 3 modulo 7 est 6
• l'ordre de 4 modulo 7 est 3
• l'ordre de 5 modulo 7 est 6
• l'ordre de 6 modulo 7 est 2

d. L’ordre modulo 7 de tous les entiers  a  compris entre 2 et 6 est un diviseur de 6.
3. a.  a  est un entier naturel non divisible par 7 

donc lorsqu’il existe couple d'entiers naturel  (k ;r)   tel que  a = 7k+r  avec  0 < r < 7
a ≡ r(7)  donc  a6 ≡ r 6(7) .
a  étant non divisible par 7,  r ≠ 0 , donc il n'y a que 6 valeurs possibles pour r :

• Pour  r = 1 , on a :

r6 = 1  donc  r6 ≡ 1(7)  donc  a6 ≡ 1(7)

• Pour  r = 2 , on a :

r6 = 64 = 9×7+1  donc  r6 ≡ 1(7)  donc 
a6 ≡ 1(7)

• Pour  r = 3 , on a :

r6 = 729 = 104×7+1  donc  r6 ≡ 1(7)  donc 

a6 ≡ 1(7)

• Pour  r = 4 , on a :

r6 = 4096 = 585×7+1  donc  r6 ≡ 1(7)  donc 

a6 ≡ 1(7)

• Pour  r = 5 , on a :

r6 = 15625 = 2232×7+1  donc  r6 ≡ 1(7)  donc 
a6 ≡ 1(7)

• Pour  r = 6 , on a :

r6 = 46656 = 6665×7+1  donc  r6 ≡ 1(7)  

donc  a6 ≡ 1(7)

Donc, pour tout entier  r  tel que  0 < r < 7 , on a  r6 ≡ 1(7)  donc  a6 ≡ 1(7) .
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b. Soit  r  le reste de la division euclidienne de 6 par  k , on a  6 = qk+r  avec  q  un entier naturel.
6 = qk+r  donc  a6 = aqk+r = (ak)q×ar

or  a6 ≡ 1(7) , donc  (ak)q×ar ≡ 1(7) .
De plus,  k  étant l'ordre de  a  modulo 7, on a  ak ≡ 1 (7) ,
donc  (ak)q ≡ 1(7)

donc  (ak)q×ar ≡ ar(7) ,
or  (ak)q×ar ≡ 1(7)  donc  ar ≡ 1(7 ) .
Or  k  est le plus petit entier naturel non nul tel que  ak ≡ 1 (7)  et  r < k  donc  r = 0  et  kq = 6  avec  q  un entier 
naturel, donc  k  divise 6.
Les valeurs possibles de k sont donc 1; 2; 3 et 6.

c.   41 = 4  donc  41 ≡ 4 (7 )

42 = 16  or  16 = 2×7+2  donc  42 ≡ 2(7 )

43 = 64  or  64 = 9×7+1  donc  43 ≡ 1(7 ) ,
donc l'ordre de 4 modulo 7 est 3.
51 = 5  donc  51 ≡ 5(7)

52 = 25  or 16 = 3×7+4  donc 52 ≡ 4 (7)

53 = 125  or 16 = 125×7+6  donc 53 ≡ 6(7) ,
L'ordre de 5 modulo 7 étant un diviseur non nul de 6, il ne peut plus être que 6,
donc l'ordre de 5 modulo 7 est 6.
61 = 6  donc  61 ≡ 6 (7)

62 = 36  or 36 = 5×7+1  donc 62 ≡ 1(7) ,
donc l'ordre de 6 modulo 7 est 2.

4. A2013 = 22013+32013+42013+52013+62013 .

2013 = 3×671  donc  22013 = 23×671 = (23 )671  or  23 ≡ 1(7 )  donc  22013 ≡ 1671(7)  donc  22013 ≡ 1(7) .

2013 = 6×335+3  donc  32013 = 36×335+3 = (36)335×33  or  23 ≡ 1(7)  donc  32013 ≡ 33 (7 )  donc  32013 ≡ 6 (7 ) .

2013 = 3×671  donc  42013 = 43×671 =(43)671  or  43 ≡ 1(7 )  donc  42013 ≡ 1671(7)  donc  42013 ≡ 1(7) .
2013 = 6×335+3  donc  52013 = 56×335+3 = (56)335×53  or  53 ≡ 1(7)  donc  52013 ≡ 53 (7 )  donc  52013 ≡ 6 (7 ) .
2013 = 6×1006+1  donc  62013 = 62×1006+1 =(62)1006×6  or  23 ≡ 1(7)  donc  62013 ≡ 6 (7) .

Donc , A2013 ≡ 1+6+1+6+6 (7 )

donc  A2013 ≡ 20(7) , or  20 = 2×7+6 ,
donc  A2013 ≡ 6(7) .
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