Corrigé du D.S. n°1

Exercice 1

Soit P, la proposition : « (1+a)"> 1+na »

Initialisation :

(1+a)’=1 et 14+0xa =1 donc P, est vraie.

Hérédité :

Supposons propriété vraie au rang p.

P, est vraie donc (1+a)’ > 1+pa..

a> 0 donc 1+a >0 et par suite :

(1+a)(1+a)’ = (1+a)(1+pa) = (1+a)’" = 1+a+pa+pa® = (1+a)’' = 1+(p+1)a+pad’
Or p >0 donc pa*=0 etdonc 1+(p+1)a+pa® = 1+(p+1)a.
Par suite, (1+a)’*'> 1+(p+1)a donc P, estvraie.

La propriété P, est donc vraie pour tout entier naturel 1, etdonc (1+a)"> 1+na.

Exercice 2

Déterminer les limites des suites (un) suivantes :

2 2 -1- —
| oy = 4n +3n—1_2n+3: 4n*+3n-1-(2n-3)(2n+1)
" 2n+1 2n+1
2 2
n(l+=—) 7(1+=—
_ 4n*+3n-1-4n*-2n+6n+3 _7n+2 _ ( 7n)_ ( 7n)
B 2n+1 T 2n+1 1, 1.,
2n(1+2n) 2(1+2n)
Or lim L _ 0 donc lim - =lim - =0 puis lim 1+=2 = lim 14— = 1 et donc
n=>+owo n n=>+owo Tl n-=>+ow 2n n=>+o 7n n=>+ow 271
7(1+2)
. n . .
lim —————— = —, par quotient de limites.
n->+ow ]. 2
2(1+=——)
n
5 n* 1+§+l2) n(1+§+12)
’ _n'+5n+7 _ n n n n
n
Or liml = limiz: 0 donc lim 1+§+l2= 1 donc lim n(1+§+12):+oo et
ns+ow I n-+« N n-+o n n n-+ow n n
lim %—1 = —1 . On en déduit, par quotient de limites, que lim u,= —o.
3. Pourtoutentier n, (—1)"<1 donc u, <1-n.0r lim1-n=—w, donc par comparaison,
limu,=-w.
-q-
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4. —1<%<1 donc lim(l) =0 et par suite, lim u, = 3x1=0 _4 .

n->+ow n-+ow 1-=

4

Remarque : Ici u, estlasomme des n premiers termes d'une suite géométrique de premier

. 1
terme 3 et de raison — .

4
Exercice 3
312 2x3 9 12 8 _5
2
—2_ou 42 =2 2%X5,,_25 40 32 _17
= thmethr (4 4 "“T16 16716 16

2. a) Uy, —U,=u-—2u +2—u, =u—u+2 et (u,—2)(u,~1)=u’~u,+2 donc
Uy —U, = (U, ~2)(u,~1).
b) 1 <u,<2 donc u,-2 <0 et u,—1=0.Parsuite (u,—2)(u,—1) <0 clest-a-dire
u,,,—u,<0.
¢) U,,;—U,<0 donclasuite (u,) estdécroissante.
Par ailleurs, la suite (u,) est minorée car 1 < u,, . La suite (u,) est donc convergente. Cette

seule propriété ne permet pas de déterminer sa limite.

Exercice 4 (3 points)

1. Pourtout n>0, —1 <cosn <1 et par suite 2nn_1 <u,< 2n7n+1 . Or,
1
n(2-=)
2n-1_ n_ 2—l et, de méme, 2n+l _ 2+l .Comme lim 1_ O,ona
n n n n n no+w Il
lim 2 —% =lim 2 Lo 2 et le théoreme des gendarmes permet donc de conclure que
n->+ow n->+ow
limu,=2.

n->+o

La proposition est donc vraie.

. (s 1 .
2. La suite de terme générale v, =2+ Py constitue un contre-exemple.

La proposition est fausse.

. s 1 .
3. La suite de terme générale w, =2— Py constitue un contre-exemple.

La proposition est fausse.

Exercice 5

Partie A

On obtient la suite de valeurs suivantes :
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2 5
1 2 1
2 2 -0,5

On obtient donc le nombre —0,5 en sortie.

Partie B

1. On peut par exemple modifier I'algorithme comme ceci :

Variables k et p sont des entiers naturels
u est un réel

Entrée Demander la valeur de p
Traitement Affecter a u la valeur 5
Afficher u

Pour k variantde 1 a p
Affecter a u lavaleur 0,5u+0,5(k-1)-1,5
Fin de pour

Sortie Afficher u

2. Ona u;=-0,75 et uy, =—0,375 donc u, > u; etlasuite (u,) n'estpas décroissante.

3. Soit P, laproposition: u,,; > U, .
Initialisation :
u, > u; donc la proposition Pj est vraie.
Hérédité :
Supposons la proposition P, vraie, on a alors Uy, > U, .
u,., = 0,5u,,,+0,5(p+1)-1,5 =0,5u,,,+0,5p-1,5+0,5 . comme u,,, > u,,ona
alors u,,,> 0,5u,+0,5p—-1,5+0,5 & u,,,>u,,;+0,5 = u,,,>u,,; .
La proposition P, estdonc vraie.
On a prouvé que pourtout n >3, u,,; > U, .

On peut donc dire que la suite (u,) est croissante a partir du rang 3 .

4. v,,=0,1u,,,-0,1(n+1)+0,5=0,1(0,5u,+0,5n-1,5)-0,1n-0,1+0,5
=0,05u,+0,05n-0,15-0,1n+0,4 = 0,05u,-0,05n+0,25
=0,5(0,1u,+0,1n+0,5)=0,5v,,.

Donc (v,,) est une suite géométrique de raison 0,5 .Onaalors Vv, =V,q" .

v, =0,1u,-0,1x0+0,5=0,1x5+0,5=1 donc v, =0,5"

5. v,=0,1u,-0,1n+0,5 < 0,1u,=v,+0,1n-0,5 < u,=10v,+n-5
Onadonc u,=10x0,5"+n-5.

6. 0,5€/-1;1] donc lim 0,5"=0. limn =+ et, par somme de limites, lim u, = +c .

n->+o n->+ow n->+owo
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