Corrigé du D.S. n°1

Exercice 1

1. Posons a =qg—1.0naalors q¢"=(1+a)".Or g¢> 1 donc a> 0 et d’aprés I'inégalité de

Bernoulli, pour tout entier naturel n, q" > 1+na .
a> 0 donc lim na =+ (par produit) puis lim 1+na =+ (par somme)

n->+oo n=>+ow

Comme q" > 1+na onaalors lim q" =+o0 (par comparaison)

n->+ow

n n n

2. 4 :ﬁ L.i>1 et 3>1 donc lim 4 = lim 3" = +o0 . Par suite,

3n+ 1 3 1+i 3 n=>+oo n=>+o

3“
.1 . . 1 . 1 .
lim — =0 (parinverse), lim 1+— =1 (par somme), lim —— =1 (par inverse) et
ns+m 3" n->+o 3" n-+ow
1+—
3
4 n n
enfin, lim (— ——— =400 (par produit). Donc lim =+00.
n->+ow n->+oo 3n+1
1+—
3
Exercice 2
Déterminer les limites des suites (U, ) suivantes :
n’ 1+§+12) n(1+§+12)
L u=n +dn+7 n n n n
n —
2—n (g 1) 2 1
n n
or lim £ =1im L =0 donc lim 142+ =1 donc limn(1+2+ )= +o0 et
n>+ow 11 n->+o 1N n->+w n n n-+o n n

lim 2_ 1 =—1.On en déduit, par quotient de limites, que lim u,=—o.

N>+ 11 n-+w
2. Pourtoutentier n, (—1)"<1 donc u,<1-n.0r lim 1-n= —o, donc par comparaison,

n->+o

limu,=-w.

n->+ow

3. Pour tout entier n, Sin(\/ﬁ) <1 donc u, <1 -n?.0r lim n%= + , donc,

n->+ow

lim 1-n® = —co (par somme) et donc, par comparaison, lim u, = —o .
Exercice 3
31" 2x3 9 12 .8_5
1. uy = u(2)—2 Uy+2 = (5) _T+2 = Z_T+Z: 1
5° 2x5 25 40 32 _ 17
u, = U?—Z u+2 = (Z —T+2 = E_l_6+1_6 = E .

2. a) Uy, ~U,=u-—2u+2—-u, =u-—u+2 et (u,—2)(u,~1)=u’—u,+2 donc
u . —u,=(u,—-2)(u,—1).
b) 1 <u,<2 donc u,-2 <0 et u,—1=0.Parsuite (u,—2)(u,—1) <0 cest-a-dire
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u,,,—u, <0.
¢) U,,;—U,<0 donclasuite (u,) estdécroissante.
Par ailleurs, la suite (u,) est minorée car 1 < u, . La suite (u,) estdonc convergente. Cette

seule propriété ne permet pas de déterminer sa limite.

Exercice 4 (3 points)

1. Pourtout n>0, —1 <cosn <1 etpar suite 2nn—1 <u,< 27::-1 . Or,
1
on-1 "R 2n+l _ . 1 1
= = 2—— et, de méme, =2+= .Comme lim ==0,ona
n n n n n ns+w Il
lim 2 —% = lim 2 +% = 2 et le théoreme des gendarmes permet donc de conclure que
n->+ow n->+ow
limu,=2.
n->+ow
La proposition est donc vraie.
2. Lasuite de terme générale v, = 2+% constitue un contre-exemple.
La proposition est fausse.
3. La suite de terme générale w, =2 —% constitue un contre-exemple.
La proposition est fausse.
Exercice 5
1. a)
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
u, 2 3,4 2,18 1,19 0,61 0,31 0,16 0,08 0,04

b) La suite (un) semble décroissante a partir du rang 1.

2. a) Soit P, laproposition : u, > % x0,5".

Initialisation :
u, =34 et 1745><0,51 = % =1,875 donc u, > 1745><O,51 et la proposition P, est
vraie.
Hérédité :

o . 15 p 1 3 p
Supposons la proposition P, vraie, on a alors u,, > ZXO'S donc gu p> ZXO'S .
L +3%0,57> 3%0,5°+3%0,5” o u_,>(3+3)x0,5" o u_ > (12)x0,5”.0
5 P 7 4 7 7 P+1 4 7 p+1 4 7 . T
0,5<1 donc 0,5”>0,5"*! et donc u,,, > (174:5)><0,5p+1 et la proposition P, est vraie.
On a prouvé que pour tout n>1 P, est vraie c'est-a-dire U, > % x0,5".

b) U,,,-U, = %un+3><0,5”—un = —% u,+3x0,5"= —%(un—%XO,S”) . On a montré
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quesi n>1 alors Un>1745><0,5n donc UH—EXO,5"> 0 etdonc u,,;-u,<0.Lasuite

(u,) estdonc décroissante a partirdurang n=1 .

c)pour n>1, 1745><O,5n>0 et un>1745><0,5" donc u,> 0.Lasuite (u,) est

décroissante (a partir de n = 1 ) et minorée donc elle est convergente.

3wy v, =u,,-10x0,5" :%un+3><0,5“—5><0,5":%un—ZxO,S”

1 u —10x0,5") = 1 v, donc (v,) estune suite géométrique de raison 1 .
5 n 5 n n g q 5
V,=U,-10%x0,5°=2-10=-8.
b) (v,) est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme v, =—38 donc

5
1) 1

v, =—8X = - v,=u,-10x0,5" donc un:vn+10><0,5”:—8><(§ +10x0,5".

0 —1<%<1 et —1<0,5<1 donc lim

n->+oo

l) =1im 0,5" =0 et par suite lim u,,=0.

5 n-+owo n-+o

(par produits et somme de limites)

Entrée n et u sont des nombres

Initialisation n prend la valeur 0

u prend la valeur 2

Traitement Tant que u > 0,01

n prend la valeur n+1

u prend la valeur %u+3 x0,5"!

Fin Tant que
Sortie Afficher n
n
Remarque : La troisieéme ligne peut aussi étre « u prend la valeur u = —8 X % +10x0,5" »
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