Corrigé D.S. n°2

Exercice 1
2(1—21‘))

l. a un+1:zn+1—zA:%inn+5—(4+2i):%inn+l—2i:%i(zn+ l,

2(1-2i)
[ —i

—2i(1-2i)

: 1. ;
> =—4-2i=-z, donc un+1=§l(zn—ZA)=§lun.

Or

_1. L N ,
b. u,,, = —Iiu, donc (un) est une suite géométrique de raison 51 et de premier terme

Uy=2,—2,=—2,=—4-—2i donc u, Z(%i) (—4-2i).

(A—lw»n’AMn+4) = (a’AMn+4)_(a: A—-Zw»n) = arg(zn+4_ZA)_arg<Zn_ZA)
2. u,,
= arglu,,.)-arg(u,) = arg(22*%)
n 1 4

(un) est une suite géométrique de raison 51’ donc ;;4:(51) = 16 et donc

un+4 . . axr AaAar .
arg ” ) =0(2m) . Ainsi, (AM,,AM,,) =0(2mx) etles points A, M, et M,,, sont
alignés.

Exercice 2

1. f(=1+iV3) = (=1+iV3/+2(—1+iV3)+9 = 1-2iv/3-3—-2+2i1/3+9 =5 .

2. f(z)=5 & Z42z+9=5 o 7z’+2z+4 =0 . Pour cette derniére équation du second degré,

A =4-16 = —12 donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées,
—2—iv12 . —2+iv12 . I
Z,= —I\F:—l—l 3etz,= —l\/_=—1+1\/3.
2 2
2,=2,=—1+iV3 = 2(_71+i§) = 2(cosz?”+isin%”) et

27 27
= =7, =2 ——jsin—) .
2y =2, = 7, = 2(cos g ~isin 3)

Comme |z,|=|z =2, A et B se trouvent sur le cercle de centre O et de rayon 2 .

Comme x,=x;=—1, A et B se trouvent sur la droite d'équation x = —1.
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3. flz)=h & Z+2z+49=A\ & 2°+22+49-A=0.
L'équation du second degré f(z)= A admet deux solutions complexes conjuguées si A <0 .
Or A =4-4(9—\)=4(A—8) .Parsuite, A<0 équivauta A<8.

Donc I’équation f(z) = A admet deux solutions complexes conjuguées lorsque A < 8.

4. f(z)-8=2"+22z+49-8=7z"+2z+1=(z+1)*. Donc,
If(z)-8/=3 & |(z+#¢1)} =3 & |z+1 =3 & |z+1]|= 3 donc (.F) est le cercle de
centre Q daffixe zo=—1, c'est-a-dire Q(—1;0) et de rayon V3.
2) f(z)=(x+iyf+2(x+iy)+9= x2+2ixy—y2+2x+2iy+9‘
= (X =y +2x+9)+i(2xy+2y)
b) f(z) estun nombre réel si, et seulement si, 2xy+2y =0 .
2xy+2y =0 < 2y(x+1)=0 cequiéquivautda y=0 ou x=—1.

Donc est la réunion des droites d, et d,, d'équations respectives y =0 et x =—1.

6. Les points d’intersection de (.7 ) et de la droite d, ont pour coordonnées (—1—\/5;0) et
(—1+43;0).
|z —zo| = |-1+i+/3+1| = |i\/3| = V3 d’ot A appartienta (7).
|zy—zo| =|-1—i V3+1|=|-iV3|=+3 d’ot B appartienta (.7).
De plus, A et B appartiennent ala d, etil y a au plus deux points d'intersection entre une

droite et un cercle donc Les points d’intersection de (.7 ) et de la droite d, ont pour

coordonnées (—1;—+3) et (—1;3).

Exercice 3
1. a) Pour I’équation du second degré z?+z+1=0, A =1-4 =—3 donc I'équation admet deux
. o —1-iv3_ 1 .43 —1+iV3 _ 1.3
solutions complexes conjuguées, z, = ———=———i— et z,= ——— = ——+i— .
2 2 2 2 2 2
b) z, = j ce qui répond a la question.
2.
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1
2
arg(j) = 2?%(275) .Onadonc j = COS(Z?TE)Hsin(Z?n) )

2
=1 Puis on remarque que —% = Cos(z—n) et g

_ o (2m
3 —51n(3)donc

2. jl=

3. a) ‘jB‘ = ‘]3‘ =1 et arg(j3) =3arg(j)=2n(2x) donc PP=1.

b) j estsolution de I’équation z2+z+1=0 donc j2+j+1=0 & j=—j—1.

(On peut remarquer que I’on a aussi i2 =j)

4. PQ=|j-1= —%n? :\/g 3.3

QrR=|j"-jl=iv3|=+3.

. 3 43 9 3
RP=11-i=2+i2=,Z2+2 = 3.
‘ J| ‘2 : 2‘ 4 4

PQ = QR = RP donc PQR est un triangle équilatéral.
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