Corrigé du D.S. n°3

Exercice 1
x* 2——+i2) x(2-2+2)
1 2Xx"—5x+4 X _ X X
X X
or lim L =1im L =0 donc lim2+2+% =2 ¢t lim 1-2 =1 . Comme
x>—w0 X x>—w X X=>—0 X X X>—0 X
2__
lim x = —o, on en déduit, par produit et quotient de limites, que lim % =
2) limx-5=2-5=-3 et lim(x—2) =0" (car (x—2) =0 pour tout x).
X2 x=2
x—5

Donc, par quotient de limites, lim

X2 (x—2)2
3) Si x<2 alors 2—x>0 donc lim2—x=0" etdonc lim = 400 . On sait que
X2 x=2 —X
x <2 x <2
. — .. . 3
lim vx =+ donc, par composition, lim =+ .
X+ X2 2—Xx
x<2

Exercice 2

1) a) Une fonction f estcontinueen a si lim f(x)= f(a).
Xx=a

b) On sait que pour tout réel x, —1 < cosx <1 donc quel que soit x # 0, —1 < cos <1.

Par ailleurs, —|x| < x <|[x| et donc, pour tout x non nul, —|x| < xcos <|x| eton aalors,

pour tout réel x (méme nul), —|x|<f(x)<|x| .
Ona lim|(x)| = lim —|(x) = 0 et donc, d’apres le théoréme des gendarmes, lim f(x)=0.
x=0 x>0 x>0

Comme f(0)=0, f estbien continueen 0.

f(x)=f(0) _ (l)

2) Lafonction f précédente est continue en 0 mais ~ = ~ = cos

.Or

X

cos n’a pas de limite en O . (de méme que la fonction cosinus n’a pas de limite en +o0 ou

—OO)

La fonction f n’est donc pas dérivable en O et constitue donc un contre-exemple. FAUX

Exercice 3
1) f(x)=x+7+ﬁ avec u(x)=2x+3 donc u’(x)=2 eton a
Fo(x) = |2 X)_ .4 _(2x+3)=2° _ (2x+3-2)(2x+3+2) _ (2x+1)(2x+5)
0 u(x)? 0 (2x+3)7 (2x+3)” (2x+3)°  (2x+3)

f est définie et dérivable sur R—{— %] .
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2) g(x)= (x)4 avec u(x)=3x"—x+1 donc u’(x)=6x—1 etona
g’(x)=4u’(x)u(x)’ =4(6x-1)(3x*—x+1)>. g est définie et dérivable sur sur R .

3) h(x)= X\/ﬁ: xu(x) avec u(x)zx/m et v(x)=3x+1 donc v’(x) =3 puis
vix) 3

u’(x)= = . On a alors
(x) 2Vv(x)  2V(3x+1)
— 3 3vV3x+1  V3x+1(6x+2+3x) (9x+2)vV3x+1
h'(x) = 1XV3x+1+x X ————= = /3 x+1 — _
(x) = I3 xt Trax T = V34 14x 2(3x+1) 2(3x+1) 2(3x+1)

—,+00| etdérivable sur |——=;+o0| .

h est définie sur

Exercice 4

1) a) u'(x)=6x"-8x+2=2(3x’~4x+1).On remarque que 1 est une racine de ce trindme et

on obtient u(x)=2(x—1)(3x—1).On adonc:

1
x| % 3 1 +oo
u'(x + 0 B 0 +
_E + o0
27
u(x)
—w _1

b) sur ]—00;1] le maximum de la fonction u est —% < 0 donc I'équation u(x) =0 n'apas

de solution sur cet intervalle.

Sur |1;+0o0[ lafonction u est continue (c'est une fonction polyndme), strictement croissante et
0 6}— 1;+ 00[ donc, d'apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1'équation
u(x) =0 aexactement une solution sur ]1 ;+oo[ et donc sur R.
f(1)=—1<0 et f(2)=3>0 cequiprouveque 1<o<2.

c) A l'aide de I'algorithme de dichotomie on obtient 1,56518 < a. < 1,56525 . Pour obtenir ce

résultat 14 boucles de 1'algorithme sont effectuées.

d) A l'aide du tableau de variations précédent on peut dire que u (x)<0 si x<a et u(x)>0

si x>a.
. . . 1 . 1 .
2) a) lim x—1=+4w et lim x—1 = —o0 donc lim =0 et lim ——— =0 . Par ailleurs,
X+ X>—ow X+ x—1 X>—o x—1
lim x* = lim x* =+ donc, par somme, lim f(x)= lim f(x)=+co.
X3+ X>—o X2+ X=>—00
Si x<1 alors x—1<0 etsi x>1 alors x—1>0 donc limx—1=0" et limx—1=0"
x>1 x=>1
x<1 x>1
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donc lim =—o0 et lim = +o0 etcomme lim x*=1,0na lim f(x)=—ow et
x>1 X— x»1 X— x>1 x>1
x<1 x>1 x<1
lim f(x)=+o.
x>1
x>1
Fr(x)=2x 1 2x(x—1)-1  2x(x¥*-2x+1)-1 _4x’—4x’+2x-1
b) (x—1)° (x—1)? (x—1)? (x—1)?
u(x)
(x=1)*

¢)Pourtout x# 1, (x—1)*>0 donc f' estdusignede u sur R—{1] etona:

x| ® 1 a +oo
f'(x) ) ) 0 *
+00 +oc o
f(x)
— fla)

d) A I'aide d'une table on remarque que f(—0,8)> 0> f(—0,7) puis que
f(-=0,76)>0 > f(—0,75) donc —0,76 <p <—0,75 .

e) f(x)—x"=x"+ L =1 Gonc lim f(x)—x*=0 (voir question].a).
X_l X_l X>+00

Ceci signifie que la distance entre le point d'abscisse x de la courbe et le point d'abscisse x de
la parabole tend vers 0 quand x tend vers +oo . C'est pour cette raison que l'on peut dire que la

parabole d'équation y = x” est asymptote 2 la courbe représentative de f .

3) a) Cet algorithme détermine le plus petit nombre entier X tel que 1 1 <107°.

b) L’algorithme affiche 1002.
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