Corrigé du D.S. n°5

Exercice 1

1. a)Ondoitavoir x>0 et x—1>0 donc I'ensemble sur lequel le calcul est valable est |1;+o0] .
In(x)+In(x—1) =1In(6) < In(x(x—1)) =1n(6) = x(x—1)=6 (avec x>1).
Or x(x—1)=6 < x’—x—6 =0 et pour cette équation du second degré, A =25 puis
x,=—2et x,=3. Etant donné les conditions posées, I'équation admet comme unique solution
x=3.
b) On doit avoir 3x> 0 et 2—x >0 donc I'ensemble sur lequel le calcul est valable est 0; 2] .
In(3x)+In(2—x) =1n(2) < In(3x(2—x))=1In(2) « 3x(2—x) =2 (sur |0;2)).

Or 3x(2—x)=2 & 3x’—6x+2 =0 et pour cette équation du second degré, A = 12 puis

X, = 3_3\/§ ~ 0,42 et x,= 34-3—\/§ ~ 1,58 . Ces deux valeurs deux valeurs appartiennent a
l'intervalle ]0 ; 2[ donc S:[ 3—3\/3 ; 3+3\/3]

2. a) Pour I'équation du second degré X°—2X—15=0 Ona A =64 puis X, =3 et X,=5.
b) i) En posant e* = X , I'équation est équivalente a I'équation précedente et on doit donc
résoudre e* = —3 qui n'a pas de solution et e* =5 qui donne x = In(5) . I'unique solution de
cette équation est donc In (5) .

ii) On résoud I'équation dans |0;+oo] .
En posant In(x) = X , I'équation est équivalente 2 I'équation du a) et on doit donc résoudre
In(x) = —3 quidonne x =e > et In(x) =5 qui donne x = e°. Ces deux valeurs sont

naturellement positives, donc S={e_3;e5} .

3. a)Ondoit avoir x>0 et 2x+5>0 donc I'ensemble sur lequel le calcul est valable est
]O;+oo[ .
In(x)+In(2x+5)<In(3) < In(x(2x+5)) <In(3) & x(2x+5)<3 < 2x’+5x—3<0.

Pour le trindme du second degré 2x*+5x—3, A =49 puis x,=-3 et x,= % . Ce trindme

est négatif entre ses racines donc sur |—3; 7| Compte tenu des conditions de résolution, on

obtient S :]0;%] .
b) On doit avoir xX’~x—2>0 et 3—x > 0. La premiére inéquation, aprés recherche des racines
du trindme, donne x<—1 ou x> 2. La deuxieme inéquation donne x < 3. L'ensemble de
validité est donc |—o0;—1[U[2;3].

In(x’~x—2)>2In(3-x) = In(xX’~x=2)>In((3-x)) & x’—x=2>(3—-x)" & x> % .

Avec les conditions de résolution, on obtient S = ]E ; 3[ .

5

Lycée francais Théodore Monod Année scolaire 2015-2016



1) In(0,001) 1In(0,001
4. a) 1- S > 0,999 . Comme In 1 <0, il vient n> n(0,001) ~In(o, )~4,3 et comme
In 1 In 1
5 5
n est entier, on obtient n =5
b) L'algorithme suivant répond a la question
Entrée n est un nombre
Initialisation n prend la valeur 0
. n
Traitement Tant que 1—(% <0,999
n prend la valeur n+1
Fin Tant que
Sortie Afficher n
Exercice 2
1. a) f(x)=u(x)+In(v(x)) avec u(x)=2x donc u'(x)=2 et v(x)= X+ one
X

. Par suiteon a :

2 - 2
X X
1
v'(x) ' 1
r - r — 2 — _ .
frix)=u'(x)+ v(x) TS x(x+1)
X
b) g(x) = (x) avec u(x)= x+In(x) donc u'(x)= RS v(x)= x> donc
v(x) X X
+1 2
(=) X —(x+In(x))x2x
v'(x) =2x . Parsuite, g'(x)= X 2 —ox+l 321n(x) .
X X
2. a) 21n(x)+1 = 1I1(X)+L .Or lim M =0 et lim 1 = 0 donc, par somme de limites
2x X 2x x>+ X x>+ X
. 2In(x)+1
lim ————=0.
X+ 2x
. ln(1+l) ) )
b) lim xIn(1+=)= lim —* En posant X = — , puisque lim — =0,ona
X+ X X400 l X x>+ X
X
1
In(1+=)
lim —— X = jim U X)
xv+o 1 X0 X
X

¢) lime*~1=¢"~1=1-1=0 deplus,si x>0,alors e’—~1>0 donc lime*~1=0".

x>0
x>0

Comme lim In(x)
x>0
x>0
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x=0
x>0

x=0
x>0

—o0 , on a alors, par composition, lim In (e"— 1) = -0,

Année scolaire 2015-2016



Exercice 3

1. Posons X =1In(x) donc x=e*.Ona lim X = lim In(x) =+ donc

X+ X+
X

_In(x) .. Im(e*) .. X e . X
lim —— = lim —5— = lim — . Or lim — = +o0, donc, parinverse, lim — =0 et par
X+ X X 2>+ e X2+0 @ x>+ X X2+ @

.. In(x)
suite lim ——= =0.

X+ X
2. limIn(x)=—o0 et lim—2+x =—2 donc, par somme, lim f(x)= —o0 .

x>0 x=0 x>0

lim In(x) =+ et lim —2+x =+ donc, par somme, lim f(x)=+o0 .
X+ X+ X+

3. Les fonction x=In(x) et x>—2+x sont croissantes. f estla somme de deux fonctions

croissantes donc f est croissante. On a donc :

X 0 +00

+0o0

f(x)

—0o0

4. lafonction f estcontinue et strictement croissante sur |0;+oo[ , 0 € |—o0;+00| donc, d'apres le
corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) =0 admet une unique
solution dans |0;+oo| .

Ona f(1)=—-1<0 et f(2)=In(2)>0 donc 1<a < 2.On trouve ensuite, par exemple par
dichotomie, 1,55< a0 < 1,56 .
5. L'équation de la tangente & C, au point d'abscisse a, est y = f'(a)(x—a)+f(a).Or

f(ix)= Lo = 1% donc 1'équation précédente est y = E(x—a)+1n(a)—2+a ce qui
X X a

TR atl . . . ‘
revientd y = ——x+In(a)—3 . Une droite non verticale passe par le point de coordonnées
a

(0;0) si et seulement si I'ordonnée a l'origine de son équation réduite est nulle. La tangente

précédente passe donc par O quand In(a)—3 =0 clest-a-dire quand a = €.

Exercice 4
5 sin
1 |=V3+i| = V3 +1' = V4 = 2 puis —3+i= 2(—%%;‘) = Z(Cos(%)ﬂ'sin(%)) =2e¢
2013 Sim 5X2013in 5X2013in 3355in
2. a=(—V3+i)" =(2e ¢ PP =2"e ¢ =2" ¢ =2"%¢ 2 Largumentde a

est donc 3355Z% = 839><2n—% ce qui revient a _2—75 et a est donc un imaginaire pur.

Exercice 5
1w 1+i§:%(§+1§x§) %(@ 1) = L (cos( Zysisin(X) = Lo
b) z, = 1+i§)20= 1+i§ X1 :1+i§:%eig et
z,= 1+i§)z1_ 1+i§ 1+i§)::(%ei%)2:%ei%

Lycée francais Théodore Monod Année scolaire 2015-2016



n jinZ
6

e

2. a)Soit P, laproposition : z, = (ﬁ

0 iz
e °=1 donc P, est vraie.

z,=1 et (%

Supposons que la proposition P, soit vraie, c'est-a-dire z, =
k k

1+i£
3

ik

k ik
%) e °.Onaalors

i
6
e

2 2 k jkz 2 k+1 i(k+1)% . .
T e "= e donc la proposition P,,, est vraie et

3 V3

comme P, est vraie, on peut alors affirmer que P, est vraie pour tout entier naturel n .

Zge1 = Zy =

b) Les point O, A, et A, sontalignés si et seulementsi (OA,OA,)=kxn (k€Z).Or,

(OA,04,) = arg(z,)-arg(z,) = arg(

2 \" ing nm .. .
—| e —arg(1) = — la condition devient donc
\/5) ) g ( ) 6

ZnTn =kn © n=6k et O, A;,et A, sontalignés si et seulement si n est multiple de 6 .

3. a) d, estladistance entre les points d'affixe z, et z

b dy= oz = |15 21 = 2.

3
V3 V3 /3

c) Zpe2 " Zpe1 = (1+i?)zn+1_(1+1?)zn = (1+1?)(zn+1_zn) .

—\2
d) dn+1 = |Zn+2_Zn+1| :|(1+i§)(zn+l_zn)| = |1+i§|x|zn+l_zn| = 12+ \/_33 dn:

. PR . 2
(d,) est donc une suite géométrique de raison q = Nel etonadonc d,=d,Xq" =

donc d,=A A, .

n+1

3
2n+2 2n 2n 2n 2n 2
32 2 1 2 4( 2 4 2
4. a Zn+2:—_ etdi+zn2=—— +H—=| =(=+1)|—=| =—=|—4= or —=|—
) 2n+2
donc d+|z[ =|-= etdonc |z,,,[ =z [+d>.
n | n| (\/g) | n 1| | n| n
b) d, =AA,,, donc |z,,,[=|z|*+d> < OA’, = OA’+A, A, etdapres laréciproque du

théoreme de Pythagore, le triangle OA A
9)

estrectangleen A, .

n+l

T T T * T
-4 *z 2 -1 1 2

d) Avec le compas, on costruit le point B tel que OA, B soit un triangle équilatéral direct. de
cette facon, ona (O A,,OB) = %(27[:) et le point A_ appartient a la demi-droite |OB| . Il reste

a construire la perpendiculaire 2 (OA,) passant par A, , que I'on obtient par exemple comme la

médiatrice de [OE], ou E est le symétrique de O par rapporta A, .
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